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Аннотация
Цель: исследовать напряженно-деформированное состояние тонкой однородной изотропной полу-
бесконечной прямоугольной пластины, защемленной по двум параллельным кромкам и как угодно 
закрепленной или свободной на третьей кромке. Показать возможность использования полученного 
решения для полубесконечной пластины при исследовании напряженно-деформированного состоя-
ния прямоугольных пластин конечных размеров. Методы: для решения поставленной задачи исполь-
зуется метод Л. В. Канторовича с базисными функциями, построенными на основе полиномов Якоби 
и  удовлетворяющими граничным условиям на параллельных кромках полубесконечной пластины. 
Указанные базисные функции обладают свойством квазиортогональности своих первых и  вторых 
производных, что приводит к расщеплению системы обыкновенных дифференциальных уравнений 
метода Л. В. Канторовича на отдельные обыкновенные дифференциальные уравнения, которые легко 
решаются аналитически. Результаты: получено приближенное аналитическое решение задачи изги-
ба полубесконечной прямоугольной пластины для различных случаев закрепления пластины. Показа-
но, что полученное решение быстро сходится как для прогиба, так и для изгибающих моментов. Про-
демонстрирована эффективность использования решения задачи изгиба полубесконечной пластины 
для исследования напряженно-деформированного состояния прямоугольных пластин конечных раз-
меров. Для этого построены решения задачи изгиба прямоугольных пластин конечных размеров при 
разных случаях закрепления. Использовалось решение Бубнова — Галеркина для защемленной по 
контуру пластины и решение М. Леви для пластины, защемленной по двум параллельным кромкам 
и шарнирно опертой по двум другим кромкам. Практическая значимость: получено решение задачи 
изгиба полубесконечной пластины при разных граничных условиях. Данное решение может исполь-
зоваться при расчете прямоугольных пластин конечных размеров.

Ключевые слова: полубесконечная прямоугольная пластина, изгиб пластины, метод Л. В. Канторо-
вича, метод Бубнова — Галеркина, решение М. Леви, полиномы Якоби

Введение
В работе [1] отмечается, что решением бо-

лее простой задачи изгиба полубесконечной 
пластины можно воспользоваться для расчета 
пластины конечных размеров. Этим определя-
ется актуальность исследования изгиба полу-
бесконечной пластины.

В монографии С. П. Тимошенко [1] при-
ведены примеры решений задач об изгибе 
прямоугольной полубесконечной пластины 
при разных граничных условиях. В случае 
пластины, защемленной по двум противопо-
ложным краям со свободно опертой третьей 
стороной, получено выражение для прогиба 
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в  виде интеграла с  бесконечным пределом 
интегрирования.

В работе [2] приводится решение задачи об 
изгибе защемленной полубесконечной прямо-
угольной пластины, нагруженной равномерно 
распределенным давлением. 

Впервые решение задачи об изгибе защем-
ленной полубесконечной пластины было полу-
чено методом Л. В. Канторовича в работе [3]. 
В этой статье приводятся результаты статьи [2] 
как частный случай.

Постановка задачи и метод ее решения
Ограничимся рассмотрением полубеско-

нечной изотропной пластины. Уравнение из-
гиба такой пластины, нагруженной произволь-
ной поперечной нагрузкой q(ξ,η), (0 ≤ ξ < ∞,  
–b ≤ η ≤ b) имеет вид: 
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пластины; E — модуль Юнга; ν — коэф-
фициент Пуассона; w(ξ,η) — функция нор-
мального прогиба, h — толщина пластины.
Введем безразмерные координаты x = ξ / b, 

y = η / b, y│η = ±b = ±1, x│ξ = 0 = 0 так, что x ≥ 0, 
–1 ≤ y ≤ 1.

Введем безразмерный прогиб W = Dw/b4q0, 
где q0 — характерный размер поперечной на-
грузки. Тогда уравнение изгиба принимает вид:
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Будем искать решение задачи в форме ряда:

	 ( ) ( )0
 k kk

W g x h y∞
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=∑ ,	 (2)

где hk(y) — полиномы, удовлетворяющие од-
нородным граничным условиям:

	 hk(±1) = hk'(±1) = 0;	 (3)
	 gk(x) — неизвестные функции, которые опре-

деляются из системы обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений метода Л. В. Канто-
ровича. 
Используя метод Бубнова — Галеркина [4], 

получим бесконечную систему обыкновенных 
дифференциальных уравнений для определе-
ния функций gk(x):
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Систему дифференциальных уравнений (4) 
можно упростить, если принять предположе-
ние об ортогональности первых и вторых про-
изводных полиномов hk(y), то есть:

, , , ,
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Тогда получаем вместо (4):
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В качестве полиномов hk(y) выбираем по-
линомы
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ортонормированные на отрезке [–1, 1]:
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Эти полиномы удовлетворяют условиям (3) 
и построены на основе полиномов Якоби [5, 6, 
7, 8, 9]. 

Здесь
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	 Г(z) — гамма-функция (эйлеров интеграл 
2-го рода). Полиномы Pn

(α,ᵝ)(x) нормированы 
с весом ρ(x) = (1 – x)α (1 + x)ᵝ, (α > – 1, β > – 1). 
Общее решение уравнения (6) запишем 

в виде:
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где Фk(x) — частное решение неоднородного 
уравнения (6), γk = αk ± iβk — корни характе-
ристического уравнения:

	
4 2γ 2 γ 0k kk k kka b+ + = .

Приведем несколько первых корней:

k αk βk

0 2,075148920 1,142909900

1 3,655963124 1,538202315

2 5,258542818 2,062103917

3 6,942082397 2,681885160

4 8,728814208 3,404731632

5 10,62722672 4,235321441

6 12,64040430 5,174922315

7 14,76902179 6,222861461

Пусть край x = 0 полубесконечной пластины 
защемлен. Граничные условия на этой кромке 
принимают вид:
	 gk(0) = gk'(0) = 0.	 (8)

В силу ограниченности решения W(x,y) при 
x → ∞ решение (7) представим в виде:
gk (x) = e –αk x (C1k cosβk x + C2k sin βk x) + Φk(x).	 (9)

Используя решение (9), построим новые 
линейно независимые функции:
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Таким образом, вместо решения (9) можно 
также воспользоваться решением:
	 gk (x) = C1k  g0k (x) + C2k  φ0k (x) + Φk(x).	 (10)

Определив постоянные интегрирования C1k 
и C2k в соответствии с условиями (8) и учиты-
вая равенства:

 g0k (0) = 1, g'0k (0) = 0, φ0k (0) = 0, φ'0k (0) = 1,
получим:



Общетехнические задачи и пути их решения

ISSN 1815-588Х. Известия ПГУПС 2026/1

157

gk (x) = ‒Φk  (0) g0k (x) – Φ'k(0)  φ0k (x) + Φk(x).	(11)

С учетом формул (2) и (11) получаем выра-
жение для прогиба защемленной полубеско-
нечной пластины:

( )0 kk
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Рассмотрим некоторые частные случаи 
внешней нагрузки.

Пусть нагрузка q(x,y)  =  q0 = const. Тогда 
в соответствии с формулами (5) и (12):
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	 Φk'(x) = 0;	 (14)
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Для изгибающего момента:
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На пластину действует гидростатическое 
давление q(x,y) = (1 + y) q0 / 2. В этом случае:
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Рассмотрим случай, когда кромка x = 0 пла-
стины оставлена свободной, а края y = ±1 за-
щемлены. При решении этой задачи восполь-
зуемся выражением (10) для функции gk(x), 
которое должно удовлетворять естественным 
граничным условиям на свободной кромке 
x = 0:

	 gk″ (0) + νakk gk (0) = 0	 (17)

	 gk‴ (0) + (2 – ν) akk gk' (0) = 0	 (18)
Подчиняя функции gk(x) граничным усло-

виям (17) и (18), получим систему уравнений 
для определения C1k и C2k:
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Рассмотрим случай равномерно распреде-
ленной нагрузки. Частное решение определим 
по формулам (13) и (14):
	 Φk (x) = Φk (0); Φk' (0) = Φk″(0) = Φk‴ (0) = 0.

Из системы (19) находим:
α β 2 ν ν 0 0 ;C C= − − + − Φ = − Φ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 *
1 1

2 2 *
2 2

22 2 2 2

1 3

1 2να α β 0 0 ;

α β 2β 2α 1 2ν ν 2 ν .

k kkkkk
k

k k k k k k k
k

k k k k k

C C

  ∆

= + Φ = Φ
∆

 ∆ = + − + − − −  	

(20)

Здесь введены обозначения:
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С учетом формул (2), (10), (9) и (20) найдем 
прогиб пластины:
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и изгибающий момент:
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Пусть теперь кромка пластины x = 0 свобод-
но оперта, а кромки y = ±1 защемлены. Реше-
ние этой задачи может быть выражено через 
интегралы с бесконечными пределами.

Граничные условия для функции gk(x) на 
свободно опертой кромке x = 0 пластины будут 
выполнены, если принять:
	 gk (0) = gk″(0) = 0.

Окончательное выражение для прогиба 
пластины под равномерно распределенной на-
грузкой:
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Для изгибающего момента:
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Расчеты и анализ результатов
Рассмотрим численные результаты. Ряды 

(15), (16), (21) и (22) сходятся достаточно бы-
стро. Для вычисления изгибающих моментов 
и  перерезывающих сил следует сохранять 
большее число членов ряда.

Пусть пластина находится под равномерно 
распределенной нагрузкой q(x,y) = q0 = const. 
Для случая свободно опертой пластины по 
краю x = 0 примем ν = 0,2 и, удерживая в со-
ответствующем ряде три первых члена (k = 0,  
k = 1, k = 2), получим прогиб:
	 Wmax = 0,01555, 
имеющий место при x = 0,3, y = 0 (рис. 1а).

Соответственно, максимальный изгибаю-
щий момент Mx,max = 0,05873 имеет место при 

а

б

Рис. 1

x = 0,3, y = 0, если удержать шесть членов ряда 
(k = 0, k = 1, …, k = 5) (рис. 1б).

Для сравнения полученного решения была 
рассмотрена длинная прямоугольная изотроп-
ная пластина (0 ≤ ξ ≤ a, –b ≤ η ≤ b). Введем 
безразмерные координаты x = ξ / b, y = η / b, 
y│η = ±b = ±1, x│ξ = 0 = 0 так, что 0 ≤ x ≤ λ = a / b, 
–1 ≤ y ≤ 1.

Введем безразмерный прогиб W = Dw / (b4q0), 
где q0 — характерный размер поперечной на-
грузки. Тогда уравнение изгиба принимает 
вид (1). Рассматривается пластина, защем-
ленная при y = ±1 и  шарнирно опертая при 



Общетехнические задачи и пути их решения

ISSN 1815-588Х. Известия ПГУПС 2026/1

159

x = 0 и  x = λ = a / b, давление q(x,y) = q0 = 
= const.

Рассматриваемая задача имеет точное ре-
шение в форме М. Леви:

	
( ) ( )1

π sin β , β
λn n nn

nW f y x∞

=
= =∑ ,

где функции fn(y) определяются как решения 
краевой задачи для обыкновенного диффе-
ренциального уравнения:

	

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

4 2
2 4

4 2

''
1 1

0
0

2β β  ,

| 0, | 0,
,2 sin β  .

n n n n n n

n y n y

n n

d df y f y f y q y
dy dy

f y f y
q x y

q y x dx
q

λ

λ

=± =±

− + =

= =

= ∫
(23)

Задача (23) легко решается. Общее решение 
дифференциального уравнения (23):

	

+ + −   

( )( )4

5 5

2λ 1 1
.

π

n

n

− −

( ) 1, 2,
π π
λ λn n n

n y n yf y C ch C ych   = + +   
   

3, 4,
π π
λ λn n

n y n yC sh C ysh   
   

После подстановки этого решения в гранич-
ные условия (23) и определения произвольных 
постоянных C1k, C2k, C3k, C4k получаем:
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,

sh ch
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C C
n

C
n nn n

 π π    λ − − π + λ     λ λ     =  π π    π λ + π     
λ λ     = = 

π  λ − −  
λ = −  π π    
π λ + π    λ λ      

Из последних формул видим, что отличны-
ми от нуля будут только члены ряда с нечетны-
ми индексами. 

Для сравнения приведем максимальное зна-
чение прогиба при x = 0,3; y = 0 в случае длин-
ной пластины (0 ≤ x ≤ λ, –1 ≤ y ≤ 1) при λ = 5:

	
exact 0,01561maxW = .	 (24)

Результат (24) получен как точное решение 
краевой задачи в форме М. Леви при удержа-
нии семи членов ряда (n = 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13). 
Погрешность с  решением для полубесконеч-
ной пластины составляет:

	
100% 0,37 %

exact
max max

exact
max

W W
W

−
≈. .

Соответственно, изгибающий момент при 
x = 0,3; y = 0:

	
exact
, 0,05874x maxM = .	 (25)

Результат (25) получен как точное решение 
краевой задачи в форме М. Леви при удержа-
нии 30 членов ряда.

Погрешность с  решением для полубеско-
нечной пластины составляет:

	

, ,

,

100% 0,017 %
exact
x max x max

exact
x max

M M
M
−

≈. .

Для случая защемленной по краю x = 0 по-
лубесконечной пластины, нагруженной равно-
мерно распределенной нагрузкой q(x,y) = q0 = 
const, примем ν = 0,2 и, удерживая в соответ-
ствующем ряде три первых члена (k = 0, k = 1, 
k = 2), получим прогиб: 
	 Wmax = 0,00674, 
имеющий место при x = 0,3; y = 0 (рис. 2а).

Соответственно, максимальный изгибаю-
щий момент:
	 Wmax = –0,03880
имеет место при x = 0,3; y = 0, если удер-
жать семь членов ряда (k = 0, k = 1, …, k = 6) 
(рис. 2б).	

Для сравнения полученного решения была 
рассмотрена длинная прямоугольная изотроп-
ная пластина (0 ≤ ξ ≤ a, –b ≤ η ≤ b). Введем 
безразмерные координаты x = ξ / b, y = η / b,  
y│η = ±b = ±1, x│ξ = 0 = 0 так, что 0 ≤ x ≤ λ = a / b,  
–1 ≤ y ≤ 1. Введем безразмерный прогиб  
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	 hn (±1) = 0, hn'(±1) = 0,

	 gn (0) = 0, gn (λ) = 0, gn'(0) = 0, gn'(λ) = 0,
построенные на основе степенных функций 
{(x – λ)2xm+1}∞

m = 1, (y2 – 1)2yn–1}∞
n = 1 и ортонорми-

рованные с помощью процесса ортогонализа-
ции Грамма — Шмидта.

Для сравнения приведем максимальное зна-
чение прогиба при x = 0,3; y = 0 в случае длин-
ной пластины (0 ≤ x ≤ λ, –1 ≤ y ≤ 1) при λ = 5:
	 Vmax = 0,00683.	 (26)

Результат (26) получен при удержании по 
пять членов ряда по каждой переменной (m, 
n = 1, 3, 5, …, 9). Погрешность с решением для 
полубесконечной пластины составляет:

	
100% 1,32 %max max

max

V W
V
−

≈. .

Соответственно, изгибающий момент при 
x = 0,3; y = 0:

	
Bubnov
, 0,03740x maxM = − .	         (27)

Результат (27) получен при удержании по 
семь членов ряда по каждой переменной (m,  
n = 1, 3, 5, …, 13).

Погрешность с  решением для полубеско-
нечной пластины составляет:

	

, ,

,

100% 3,74 %.
Bubnov
x max x max

Bubnov
x max

M M
M

−
≈ .

Аналогичным приемом можно решить кра-
евые задачи об изгибе полубесконечной пла-
стины под действием произвольной нагрузки 
при любом закреплении края x = 0: а) проти-
воположные кромки y = ±1 свободно оперты; 
б) один край y = –1 защемлен, а другой y = 1 
свободно оперт.

Для случая полубесконечной пластины, 
у которой один противоположный край за-
щемлен, а другой свободно оперт при любом 
закреплении третьего края x = 0, в выражении 

а

б

Рис. 2

W = Dw/b4q0, где q0 — характерный размер по-
перечной нагрузки. Тогда уравнение изгиба 
принимает вид (1). Граничные условия: за-
щемление при y = ±1 и  x = 0, λ. Поперечная 
нагрузка: q(x,y) = q0 = const.

Рассматриваемая задача не имеет точного 
решения. Будем искать решение методом Буб-
нова — Галеркина в форме:

	 ( ) ( ),1 1 m n m nn m
V V g x h y∞ ∞

= =
=∑ ∑ ,

где функции gm(x)hn(y) — ортонормированные 
функции, удовлетворяющие однородным 
граничным условиям:
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(1) следует заменить полиномы hk(y) на другие 
полиномы Якоби, которые удовлетворяют со-
ответствующим однородным граничным усло-
виям. При этом структура дифференциальных 
уравнений для определения функций gk(y) пол-
ностью сохраняется.
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Absract

Objective: to investigate the stress-strain state of a thin, homogeneous, isotropic, semi-infinite rectangular 
plate that is clamped along two parallel edges, with the third edge considered either fixed or free. The study 
also aims to demonstrate that the derived semi-infinite plate solution can be applied to assess stress-strain 
fields in finite-size rectangular plates. Methods: the issue is tackled using L. V. Kantorovich's method with 
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trial (basis) functions constructed from Jacobi polynomials that satisfy the boundary conditions on the parallel 
clamped edges of the semi-infinite plate. These basis functions exhibit quasi-orthogonality properties for their 
first and second derivatives, which permits separation of the coupled ordinary differential equations produced 
by Kantorovich's procedure into independent ordinary differential equations that admit analytical solutions.
Results: an approximate analytical solution for the bending of the semi-infinite rectangular plate has been 
obtained various clamping configurations of the plate. The derived solution demonstrates rapid convergence 
for both deflections and bending moments. It is shown that the stress-strain state of finite-size rectangular 
plates can be effectively investigated by applying the solution of the semi-infinite plate bending. To facilitate 
this approach, solutions for several boundary-condition configurations of the finite-size rectangular plate-
bending issues have been developed.  Namely, the Bubnov-Galerkin solution was used for a plate clamped 
along its contour, and M. Levy's solution was employed for a plate clamped along two parallel edges and 
pinned along the remaining two. Practical importance: the algorithm proposed herein for solving semi-
infinite plate bending issues is recommended for practical application in determining the stress-strain state of 
finite-size rectangular plates. 

Keywords: Semi-infinite rectangular plate, plate bending, L. V. Kantorovich method, Bubnov — Galerkin 
method, M. Levy solution, Jacobi polynomials
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