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▼ Введение

Прогнозирование случайных процессов 
является эффективным способом повыше-
ния качества работы систем автоматического 
управления и предиктивной диагностики 
[1–6]. В частности, в централизованных систе-
мах управления движением поездов метропо-
литена вычисление прогнозируемых величин 
возмущений реализуется посредством экстра-
поляции, производимой в реальном времени 
[7, 8].

Одним из перспективных направлений 
является применение интеллектуальных экс-
траполяторов, которые автоматически адап-
тируют свои параметры к характеристикам 
прогнозируемого процесса. Это позволяет 
значительно снизить погрешность прогноза 
и, как следствие, улучшить показатели работы 
системы. Например, в [2] показано, что вклю-
чение экстраполяторов в цепь обратной связи 
замкнутых систем управления приводит 
к улучшению качества управления; в контексте 

же управления движением поездов метрополи-
тена точный прогноз задержек способствует 
минимизации отклонений от графика [7].

Данная статья посвящена оценке погрешно-
сти прогноза случайных процессов при приме-
нении различных механизмов экстраполяции, 
включая выбор экстраполирующего многоч-
лена обучаемыми нейронными сетями.

Алгоритм функционирования 
адаптивного экстраполятора

Экстраполяция случайных процессов про-
изводится с применением многочленов Чебы-
шева, ортогональных на множестве равно-
отстоящих точек [8, 9]. Прогноз ( )z n T + ε   
случайного процесса ( ) ( )x t x n T = + ε   задается 
формулами (1) и (2), где значения в M + 1 точках 
в моменты времени (n – M + i)T известны, T — 
шаг временной дискретизации, t = (n + ε)T — 
текущее время ( 0 1≤ ε ≤ ), l — степень экстрапо-
лирующего многочлена, называемая поряд ком 
экстраполяции [9–11].
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( ),j M iϕ  — многочлен Чебышева, ортого-

нальный на множестве M + 1 равноотстоя-
щих точек:
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где k  и h  — степени многочленов ( ),k M iϕ  и  со
( ),h M iϕ  ответственно.

Следующее рекуррентное соотношение поз-
воляет вычислять эти многочлены:
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Такая формализация основана на опреде-
лении коэффициентов экстраполирующего 
многочлена методом наименьших квадратов 
[12] и обеспечивает рекуррентную процедуру 
повышения порядка многочлена [8, 9]. Повы-
шение степени экстраполирующего многоч-
лена реализуется выражением:
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В качестве примера приведем выражения 
при l = 0, 1, 2:
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Эта рекуррентная процедура позволяет 
в реальном времени обеспечить параллельную 
работу экстраполяторов порядка от 0 до l. При-
чем каждый из этих экстраполяторов вычис-
ляет результат прогноза при изменении числа 
точек (M + 1). Очевидно, что M ≥ l. При M = l 
получается многочлен, соответствующий экс-
траполяции по Лагранжу [9].

Выбор одного из параллельно работающих 
экстраполяторов позволяет учитывать изменя-
ющиеся свойства прогнозируемого случайного 
процесса с целью уменьшения погрешности 
прогноза.

Так как в моменты времени (n – M + i)T,  
i = 1, 2, … , M уже известны результаты прогноза 
и значения случайного процесса, то задаваясь 
правилом расчета оценки погрешности прогноза, 
реализованного ранее в этих точках, выбирается 
для прогноза в (n + 1)T момент времени экстра-
полятор, обеспечивающий минимум выбранной 
оценки. Данный алгоритм реализован в адаптив-
ном экстраполяторе [13]. В частности, в качестве 
оценки погрешности 0θ  при выборе экстраполя-
торов для прогноза на следующем шаге (n + 1) T 
можно использовать:

– значение модуля погрешности в момент nT:

[ ] [ ]0  ;x nT z nTθ = −  (9)

– среднеквадратичную погрешность на пре-
дыдущих 0 k M≤ ≤  шагах:
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2
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Адаптивный экстраполятор может быть 
построен не только на фиксированном пра-
виле, например (9) или (10), но и на выборе 
одного из вариантов прогноза. В данной работе 
применен популярный нейросетевой алгоритм 
категорирования CatBoost [14–17], отличаю-
щийся скоростью обучения, не требующий 
большого набора данных и их сложной пред-
варительной обработки.

Достоинством данной сети является воз-
можность увеличения объема категорирования 
объектов и признакового пространства, что 
позволит в дальнейшем рассматривать много-
образие составляющих адаптивного прогноза.

Необходимость сравнения точности про-
гноза различными экстраполяторами стаци-
онарных и нестационарных случайных про-
цессов делает необходимым выбор единой 
оценки погрешности. В работах [18–20] для 
расчета погрешности прогноза стационарных 
процессов использовалась относительная (по 
отношению к ( ) 20xx xR G= ) среднеквадратич-
ная оценка. В случае нестационарных процес-
сов она не может быть вычислена, так как дис-
персия зависит от времени. В данном случае 
будет использоваться средняя относительная 
оценка, приведенная к диапазону изменения 
случайной функции, который измеряется за 
все время сеанса моделирования: 

[ ] [ ]
[ ] [ ]

2

12 1

1 ,
max min

n n

n n nn

x nT z nT
n n x nT x nT

=

=

−
∆ =

− −∑  (11)

где  1n  — номер такта, начиная с которого слу-
чайный процесс на выходе фильтра прини-
мается установившемся;

2n  — номер такта, на котором заканчива-
ется сеанс моделирования;

[ ]max
n

x nT  и [ ]min
n

x nT  — соответственно 
максимальное и минимальное значения слу-
чайной функции за время моделирования.

Для нестационарного случайного процесса 
используется тот же временной интервал.

Модели случайных процессов

Для проведения сравнительного анализа 
погрешностей прогноза различными экс-
траполяторами разработаны имитационные 
модели стационарных и нестационарных слу-
чайных процессов.

Модель стационарного случайного процесса 
реализуются фильтрацией сигнала «белого 
шума» фильтрами нижних частот (ФНЧ) в уста-
новившемся режиме: фильтрами Баттерворта 
первого и пятого порядков, а также фильтром 
Гаусса. Полученные на выходах фильтров слу-
чайные процессы обладают автокорреляцион-
ными функциями:

Рис. 1. Схема формирования нестационарного процесса
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( ) 2 xx xR G e−α ττ = , (12)

( ) ( )02
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ω τ
τ =

ω τ
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( ) 2 22 xx xR G e−α ττ = , (14)

где 2
xG  — дисперсия сигнала;

0 , ω α  — коэффициенты, определяющие 
частотные характеристики ФНЧ;
τ  — временной интервал между отсчетами 
случайного процесса ( )x t .

Как показано в [18], прогнозирование раци-
онально при условии наличия статистической 
связи между отсчетами случайного процесса, 
для чего характеристики 2

xG , 0ω  и α  фильтров 
выбираются таким образом, чтобы на проме-
жутке от 0 до MTτ =  коэффициент корреляции 
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R
R

τ
≤ ≤  (15)

Модель нестационарного случайного про-
цесса реализуется путем объединения несколь-
ких стационарных с использованием схемы, 
показанной на рис. 1. Нестационарность сум-
марного сигнала достигается коммутацией 
ключей 1 2, , , nK K K…  в случайные моменты вре-
мени. Суммируемые сигналы удовлетворяют 
условию (15) для всех составляющих.

В процессе моделирования применяются 
многочлены степени не более третьей (l ≤ 3), 
при M ≤ 4 [20]. Таким образом, выборку для 
сравнительной оценки погрешности прогноза 
случайных процессов составляют:

А. 14 экстраполяторов c фиксированными 
параметрами (l = 0…3 и M = 0…4).

Б. 2 адаптивных экстраполятора с фиксиро-
ванными правилами.

Первый — использующий для прогноза 
в момент времени (n + 1) T один из 14 экстра-
поляторов фиксированного порядка, обеспе-
чивающий минимум модуля погрешности 
в момент nT (правило 1).

Второй — использующий для прогноза 
в момент времени (n + 1) T один из 14 экстрапо-
ляторов фиксированного порядка, обеспечи-
вающий в момент nT минимумом среднеква-
дратичной погрешности за последние M тактов 
(правило 2).

В. Адаптивный экстраполятор, основанный 
на нейросетевом алгоритме CatBoost.

В дальнейшем введены следующие обо-
значения: i∆  — оценка (11) погрешности для 
стационарных случайных сигналов, 1, 2, 3i =  
соответственно для сигналов, автокорреляци-
онные функции которых заданы выражени-
ями (12), (13), (14); 4∆  — оценка (11) для неста-
ционарного случайного процесса.

Результаты моделирования

В результате моделирования получены 
оценки погрешности прогноза экстраполято-
ров c фиксированными l и M (табл. 1) и адап-
тивных экстраполяторов (табл. 2) для различ-
ных коэффициентов корреляции r , таких, что 
в любой момент времени моделирования слу-
чайного процесса ( )r rτ ≥ . В случае нестацио-
нарного случайного процесса условие ( )r rτ ≥  
выполняется для суммируемых сигналов.

Оценки погрешности прогноза экстраполя-
торов с фиксированными параметрами l и M, 
приведенные в табл. 1, эквивалентны значе-
ниям [20] для сигналов с автокорреляцион-
ными функциями (13) и (14). 

В случае стационарного случайного про-
цесса с автокорреляционной функцией (12) 
и экстраполяторов с фиксированными пара-
метрами тенденции изменения погрешностей 
прогноза сохраняются относительно сигналов 
с автокорреляционными функциями (13) и (14).

Использование адаптивных экстраполято-
ров стационарных случайных процессов позво-
ляет уменьшить погрешности прогноза (табл. 2).

Использование правила выбора экстрапо-
лятора для следующего, ( )1n + -го такта про-
гноза по величине модуля погрешности на 
n-ом такте определяет большее уменьшение 
оценки погрешности прогноза, чем использо-
вание правила выбора экстраполятора по наи-
меньшей среднеквадратичной погрешности за 
последние M тактов (табл. 2).
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Наибольший эффект для уменьшения 
погрешностей прогноза стационарных и неста-
ционарных случайных процессов при использо-
вании адаптивных экстраполяторов, в которых 
процедура выбора параметров l и M для про-
гноза на ( )1n + -ом такте определяется рассмо-
тренной нейронной сетью CatBoost по оценке 
модуля погрешности на n-ом такте (табл. 2).

Заключение

1. Приведенная методика анализа оценок 
погрешностей прогноза стационарных случай-
ных сигналов позволяет выбирать параметры 
экстраполятора по допустимой оценке погреш-
ности прогноза при заданной модели сигнала.

2. Использование адаптивного экстраполя-
тора стационарных и нестационарных случай-
ных процессов позволяет уменьшить оценку 
величины погрешности прогноза.

3. Применение правила выбора параметров 
экстраполятора для прогноза на ( )1n + -ом 
такте случайного процесса по величине модуля 
погрешности прогноза на n -ом такте эффектив-
нее, чем использование правила по среднеква-
дратичной погрешности за последние M тактов.

4. Использование нейронной сети CatBoost 
для принятия решения о выборе параметров 
адаптивного экстраполятора для прогноза на 
( )1n + -ом такте по сравнению с рассмотрен-
ными правилами обеспечивает наибольшее 
уменьшение погрешности.

Таблица 1. Оценки погрешности прогноза 

экстраполяторов c фиксированными l и M

r l M

Модель стационарного случайного 
процесса

Δ1 Δ2 Δ3

0,95

0

0 0,01292 0,00391 0,00376

1 0,01460 0,00587 0,00564

2 0,01636 0,00782 0,00752

3 0,01797 0,00977 0,00939

4 0,01946 0,01172 0,01126

1

1 0,01812 0,00018 0,00021

2 0,01614 0,00030 0,00035

3 0,01600 0,00045 0,00052

4 0,01629 0,00062 0,00073

2

2 0,03130 0,00001 0,00003

3 0,02359 0,00002 0,00003

4 0,02105 0,00003 0,00004

3
3 0,18741 0,09122 0,08771

4 0,10091 0,05470 0,05259

0,8

0

0 0,02184 0,00822 0,00652

1 0,02455 0,01232 0,00976

2 0,02735 0,01640 0,01299

3 0,02995 0,02047 0,01619

4 0,03234 0,02451 0,01935

1

1 0,03053 0,00074 0,00074

2 0,02746 0,00123 0,00124

3 0,02710 0,00185 0,00185

4 0,02757 0,00258 0,00258

2

2 0,05266 0,00008 0,00011

3 0,04009 0,00015 0,00019

4 0,03581 0,00023 0,00031

3
3 0,31359 0,19137 0,15147

4 0,16839 0,11461 0,09062

0,6

0

0 0,02772 0,01010 0,01138

1 0,03101 0,01512 0,01701

2 0,03440 0,02009 0,02256

3 0,03747 0,02501 0,02801

4 0,04028 0,02987 0,03332

1

1 0,03929 0,00136 0,00200

2 0,03493 0,00226 0,00332

3 0,03454 0,00337 0,00494

4 0,03507 0,00469 0,00684

2

2 0,06805 0,00022 0,00046

3 0,05118 0,00039 0,00079

4 0,04560 0,00062 0,00125

3
3 0,39372 0,23429 0,26301

4 0,21069 0,14001 0,15670

Таблица 2. Оценки погрешности прогноза 

адаптивных экстраполяторов

r
Правило 

выбора l и M

Модель стационарного 
случайного процесса

Δ4
Δ1 Δ2 Δ3

0,95

Правило 1 0,02378 0,00002 0,00004 0,00610

Правило 2 0,02469 0,00176 0,00169 0,00481

Нейросеть 0,01649 0,00001 0,00003 0,00298

0,8

Правило 1 0,03935 0,00011 0,00017 0,01026

Правило 2 0,04038 0,00351 0,00278 0,00913

Нейросеть 0,02780 0,00008 0,00011 0,00549

0,6

Правило 1 0,05151 0,00035 0,00074 0,01307

Правило 2 0,05157 0,00434 0,00505 0,01256

Нейросеть 0,03468 0,00022 0,00046 0,00791
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5. Дальнейшие исследования в рассматри-
ваемой области могут быть направлены на 
оптимизацию архитектуры и параметров ней-
ронной сети, а также на изучение влияния раз-
личных факторов, таких как объем обучающей 
выборки и методы предварительной обработки 
данных, на точность прогнозирования.
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Abstract: This research presents an accuracy analysis of the prediction of random signals 
using adaptive and non-adaptive extrapolators. Extrapolation is performed using 
Chebyshev polynomials orthogonal over a set of equally spaced points. Several 
algorithms for an automatic selection of an extrapolating polynomial in real time, based 
on estimates of the prediction error, are considered. A comparative study of these 
algorithms is carried out in order to identify the most effective one. The study includes 
an analysis of prediction errors when using fixed-order extrapolators, as well as adaptive 
extrapolators using different parameter selection rules. In particular, a selection rule 
based on the minimum of the error modulus at a given time and a rule based on the 
minimum of the root mean square error for previous cycles are considered. It is shown 
that the use of a neural network algorithm based on CatBoost provides the smallest 
prediction error compared to the alternative approaches considered. This demonstrates 
the potential of using neural networks to adapt extrapolator parameters to changing 
characteristics of the predicted random process.

Keywords: adaptive extrapolator; Chebyshev polynomials; forecast errors; random 
process; neural networks.
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